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ABSTRAK : Metode elemen hingga (MEH) saat ini telah populer digunakan untuk memecahkan 

masalah-masalah yang sulit diselesaikan dengan metode analitik. Salah satu permasalahan yang sulit 

adalah objek tiga dimensi yang dapat ataupun tidak dapat dimodelkan dalam satu ataupun dua dimensi 

dimana permodelan tiga dimensi yang paling representatif. Dengan demikian dalam studi ini dibuat 

program untuk menyelesaikan permasalahan permodelan tiga dimensi dengan mengunakan elemen 

tetrahedron linier dan kuadratik. Analisis statik linier 3D solid diimplementasikan dalam program 

MATLAB, sedangkan pre-process dan post-process dengan program GiD. Keakuratan dan konvergensi 

MEH 3D solids ini diuji dengan menyelesaikan berbagai benchmark problems. Hasil-hasil pengujian 

menunjukkan bahwa MEH 3D solids mampu untuk mencapai hasil diharapkan dengan material 

isotropik maupun orthotropik. Penggunaan elemen kuadratik mampu mencapai hasil yang diharapkan 

lebih cepat dari elemen linier, sehingga penggunaan elemen kuadratik lebih efisien. Hasil yang didapat 

dengan elemen kuadratik cenderung konvergen di atas hasil referensi. Program yang dibuat diharapkan 

menjadi alternatif dalam analsis permodelan tiga dimensi. 

 

KATA KUNCI: metode elemen hingga, 3D solid, elemen tetrahedron linear, elemen tetrahedron 

kuadratik, MATLAB, GiD 

 

 

1. PENDAHULUAN 

 

Metode elemen hingga (MEH) saat ini telah populer digunakan diberbagai bidang teknik. Secara khusus 

metode ini digunakan untuk memecahkan masalah-masalah yang rumit. Permasalahan diselesaikan 

dengan cara membagi sebuah objek menjadi elemen-elemen kecil yang sederhana (Logan, 2007). 

Elemen diidealisasikan memiliki kekakuan dan diberikan beban yang ekuivalen dengan beban pada 

objek sebenarnya. Selanjutnya elemen-elemen tersebut akan digabungkan kembali untuk  mendapatkan 

solusi dari permasalahan. 

 

Permasalahan yang dibahas adalah permasalahan 3D solid. Penelitian ini menggunakan analisa statik 

linear dengan elemen tetrahedral linear dan kuadratik. Elemen tetrahedral memliki bentuk limas 

segitiga, dimana elemen linear memiliki empat titik dan elemen kuadratik memiliki sepuluh titik (Liu & 

Quek, 2003). Analisa statik linear 3D solid dengan elemen tetrahedral linear dan kuadratik diharapkan 

dapat bekerja dengan efektif dan efisien untuk memperoleh hasil yang diharapkan. 

 

Penelitian ini bertujuan untuk mempelajari dan menciptakan program analisis 3D menggunakan elemen 

tetrahedral linear dan kuadratik. Program yang dikembangkan berbasis MATLAB (MathWork, 2010) 

untuk proses perhitungan. Program GiD (CIMNE, 2002) digunakan untuk proses awal (meshing) dan 

akhir penyajian hasil. Hasil dari penelitian ini diharapkan dapat menjadi program alternatif untuk analisa 
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3D menggunakan elemen tetrahedral yang dapat terus dikembangkan. Hasil penelitian juga dibuat untuk 

memahami tingkat akurasi dan konvergensi dari program yang telah dibuat. 

  
  

2. TEORI ELASTISITAS 3D SOLID 

 

Untuk menyelesaikan masalah elastisitas pada 3D solid, digunakan prinsip usaha virtual atau sering 

dikenal dengan prisip perpindahan virtual, yang dirumuskan sebagai berikut (Liu & Quek, 2003) : 

 ∫{𝛿𝜀}𝑇{𝜎} 𝑑𝑉 = ∫{𝛿𝑈}𝑇{𝑓𝑏} 𝑑𝑉 + ∫{𝛿𝑈}𝑇{𝑓𝒔} 𝑑𝑆 (1) 

dengan {δε} adalah vektor regangan yang diakibatkan perpindahan virtual, {σ} adalah vektor tegangan 

yang terjadi, {δU} adalah vektor perpindahan virtual, {fb} adalah vektor body force dalam volum V, {fs} 

adalah vektor beban luar yang bekerja pada permukaan. Permasalahan didiskritisasi menggunakan 

elemen-elemen sederhana sehingga menurut Persamaan (1) masing-masing elemen berlaku persamaan 

kesetimbangan [𝑘]{𝑑} = {𝐹𝑏} + {𝐹𝑠}, dengan [k] adalah matriks kekakuan, dapat dirumuskan dengan 

[𝑘] = ∫ [𝐵]𝑇[𝐸][𝐵]𝑑𝑉
 

𝑉
, {Fb} adalah matriks vektor gaya yang bekerja pada volume, dapat dirumuskan 

dengan {Fb}= ∫ [N]T{f
b
}dV

 

V
, dan {Fs} adalah matriks vektor gaya yang bekerja pada permukaan, dapat 

dirumuskan dengan {Fs}= ∫ [N]T{f
s
}dS

 

S
. 

 

Jenis material yang digunakan adalah material isotropik dan orthotropik. Penyelesaian matriks 

dilakukan dengan metode matriks partisi dan eliminasi Gauss. Algoritma perhitungan 

diimplementasikan pada program MATLAB. Sedangkan program GiD digunakan untuk pre-process 

(meshing) dan post-process (visualisasi). 

 
3. METODE PENELITIAN 

 

Setiap permasalahan 3D solid di-mesh dengan bantuan program GiD yang dijadikan input untuk 

algoritma perhitungan.Dengan input berupa koordinat titik dan element connectivity algoritma 

perhitungan diimplementasikan pada program MATLAB.  Hasil analisa program dibandingkan dengan 

hasil referensi dan diamati tingkat akurasi dan konvergensinya. Hasil dari program berupa perpindahan 

ataupun teganggan divisualisasikan lagi dengan menggunakan program GiD. 

 

4. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Program yang dibuat diuji dengan beberapa permasalahan, antara lain: three dimensional cantilever 

beam (Pudjisuryadi, 2002), spherical shell with varying thickness (Wong et al, 2015), dan ortotropik 

Cook membrane yang merupakan modifikasi dari permasalahan Cook membrane yang umum namun 

properti bahannya dirubah menjadi material ortotropik. 

 

4.1.  Three Dimensional Cantilever Beam 

Three dimensional cantilever beam adalah permasalahan dari Timoshenko yang berupa cantilever beam, 

namun bentuk geometri yang digunakan merujuk pada geometri dari Pudjisuryadi (2002) menurut 

Gambar 1. Permasalahan cantilever beam ini di-mesh dengan bantuan program GiD dengan geometri 

tiga dimensi sehingga didapati 3 ukuran mesh yang digunakan dalam program yang dibuat untuk diuji, 

yakni ukuran mesh 1 dengan 124 elemen, ukuran mesh 0.553 dengan 698 elemen, dan ukuran mesh 

0.294 dengan 5644 elemen. Bentuk mesh dari beragam ukuran mesh yang digunakan pada permasalahan 

cantilever beam dapat dilihat pada Gambar 2.  
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Gambar 1. Geometri Permasalahan Cantilever Beam (Pudjisuryadi, 2002) 

   
 (a) (b) (c) 

Gambar 2. Visualisasi Mesh Cantilever Beam Menggunakan Program GiD: (a) Cantilever Beam dengan 

124 Elemen, (b) Cantilever Beam dengan 698 Elemen, (c) Cantilever Beam dengan 5644 Elemen 

 

Pada permasalahan cantilever beam hasil yang diuji adalah displacement z pada ujung beam (x = 5), 

strain energy, tegangan normal dan geser pada tengah bentang (x = 2.5). Adapun hasil eksak untuk 

cantilever beam adalah sebagai berikut: 

 𝑤 =  
𝑃

6𝐸𝐼
[𝑥2(3𝐿 − 𝑥) + 3𝑣(𝐿 − 𝑥) (𝑧 −

𝐷

2
)

2
+

4+5𝑣

4
𝐷2𝑥] (2) 

 𝜎𝑥 = −
𝑃

𝐼
(𝐿 − 𝑥) (𝑦 −

𝐷

2
) (3) 

 𝜏𝑥𝑧 = −
𝑃𝑦

2𝐼
(𝑧 − 𝐷) (4) 

dengan nilai modulus Young E = 1000, poison ratio v = 0.25, dimensi panjang L = 5, tebal H = 1, tinggi 

D = 3, momen inersia I = D3/12 dan beban P sebesar 10. Sedangkan untuk strain energy U memiliki 

nilai eksak sebesar 1.17593. 

 

Melalui penggunaan program yang dibuat, didapati nilai displacement z pada ujung beam dibandingkan 

dengan nilai eksak dari Persamaan (2), disajikan perbandingan dan nilai normalized displacement z 

pada Tabel 1. Nilai normalized displacement z merupakan perbandingan nilai displacement z dari 

program dengan nilai eksak displacement z. Perbandingan strain energy hasil program dengan hasil 

eksak serta besaran relative error dari strain energy ditunjukkan dalam Tabel 2.  

 
Tabel 1. Hasil Perbandingan Vertical Displacement pada Ujung Beam Hasil Analisis Program 

dengan Nilai Eksak dari Permasalahan Cantilever Beam 

Analisa Jumlah Mesh Hasil Teoritis Hasil Program Normalized Displacement z 

Linear 

124 

0.22685 

0.16315 0.719 

698 0.20926 0.922 

5644 0.22376 0.986 

Kuadratik 

124 0.22857 1.008 

698 0.22888 1.009 

5644 0.22889 1.009 
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Tabel 2. Hasil Perbandingan Strain Energy Hasil Analisis Program dengan Nilai Eksak dari 

Permasalahan Cantilever Beam 

Analisa Jumlah Mesh Hasil Teoritis Hasil Program Normalized Strain Energy 

Linear 

124 

1.17593 

0.72595 0.61735 

698 1.01963 0.86709 

5644 1.13821 0.96793 

Kuadratik 

124 1.17335 0.99781 

698 1.17547 0.99961 

5644 1.17563 0.99974 

 

Hasil perbandingan analisa untuk tegangan normal arah x (σx) dengan nilai eksak dari Persamaan (3) 

disajikan dalam Gambar 3 dan tegangan geser bidang xz (τxz) dengan nilai ekskak dari Persamaan (4) 

disajikan dalam Gambar 4. Hasil analisa tegangan merupakan hasil rata-rata pada tiap tingkatan 

koordinat z yang sama. 

 
 (a) (b) 

Gambar 3 Grafik Perbandingan Tegangan Normal Arah x Cantilever Beam pada Tengah Bentang x = 2.5:  

(a) Hasil Perbandingan untuk Elemen Linear, (b) Hasil Perbandingan untuk Elemen Kuadratik 

 
 (a) (b) 

Gambar 4. Grafik Perbandingan Tegangan Geser Bidang xz Cantilever Beam pada Tengah Bentang  

x = 2.5: (a) Hasil Perbandingan untuk Elemen Linear, (b) Hasil Perbandingan untuk Elemen Kuadratik 
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Hasil program yang telah dibuat dapat divisualisasikan dengan program GiD. Salah satu yang dapat 

diolah dari program GiD adalah penampilan deform shape dan undeform shape. Visualisasi deform 

shape dan undeform shape dari permasalahan cantilever beam ditunjukkan pada Gambar 5. 

 
Gambar 5. Visualisasi Deformasi Vertikal Akibat Beban pada Permasalahan Cantilever Beam 

dengan Program GiD 

 

Untuk penggunaan elemen linear sudah menunjukkan performa yang baik pada analisis tegangan 

normal, namun untuk analisis tegangan geser elemen linear memerlukan banyak elemen untuk 

mendapatkan hasil yang mendekati eksak. Untuk elemen kuadratik secara keseluruhan sudah 

menunjukkan performa yang baik dengan hasil yang sudah mendekati eksak bahkan untuk penggunaan 

jumlah elemen yang paling sedikit.  

 

4.2. Spherical Shell with Varying Thickness 

Spherical shell with varying thickness berupa cangkang yang berbentuk setengah bola dan memiliki 

ketebalan yang bervariasi antara 0.04 pada ketebalan atas hingga 0.5 pada ketebalan bawah, serta 

terpotong sebesar 18⁰ terhadap sumbu z (Wong et al, 2015). Detail dari permasalahan spherical shell 

with varying thickness dapat dilihat pada Gambar 6. Permasalahan ini di-mesh dengan bantuan program 

GiD menggunakan 3 ukuran mesh yang berbeda, yakni ukuran mesh 1.75 dengan 659 elemen, ukuran 

mesh 0.75 dengan 2293 elemen, dan ukuran mesh 0.4 dengan 7888 elemen. Bentuk mesh dari beragam 

ukuran mesh yang digunakan pada permasalahan ini dapat dilihat pada Gambar 7. 

 

   
 (a) (b) 

Gambar 6. Permasalahan Spherical Shell with Varying Thickness dengan Properti Material Isotropik  

E = 68.25 x 106 dan v = 0.3, (a) Geometri dan Pembebanan, (b) Ketebalan dari Shperical Shell yang Tidak 

Konstan (Wong et al, 2015) 
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Gambar 7. Visualisasi mesh spherical shell with varying thickness menggunakan program GiD: 

(a) mesh dengan 659 elemen, (b) mesh dengan 2293 elemen, (c) mesh dengan 7888 elemen. 

 

Pada permasalahan ini, hasil yang diuji adalah displacement pada masing-masing quadrant yang dikenai 

gaya. Hasil yang didapat dibandingkan dengan hasil referensi sebesar 7.634 x 10-5 (Wong et al, 2015). 

Hasil referensi dan hasil program yang dibandingkan adalah rata-rata perpindahan searah gaya pada 

node yang ada pada quadrant dari spherical shell. Hasil perbandingan nilai perpindahan searah gaya 

dapat dilihat pada Tabel 3. 

 
Tabel 3. Perbandingan Perpindahan Searah Gaya pada Quadrant dari Spherical Shell  

with Varying Thickness 

Analisa 
Jumlah 

Elemen 

Hasil 

Referensi 

Hasil 

Program 

Linear 

659 

7.634E-05 

3.41E-06 

2293 1.72E-05 

7888 3.14E-05 

Kuadratik 

659 8.33E-05 

2293 9.96E-05 

7888 1.01E-04 

 

Dari Tabel 3 didapati bahwa hasil program menunjukkan hasil yang bervariasi. Untuk elemen linear, 

penggunaan mesh yang halus masih belum menunjukkan hasil yang mendekati eksak dengan nilai. 

Sedangkan untuk elemen kuadratik, hasil yang didapat menunjukkan bahwa terjadi konvergensi namun 

menuju hasil yang lebih tinggi dari hasil referensi. Kemungkinan hal ini terjadi karena bentuk geometri 

yang tipis. Kemungkinan lain juga dapat disebabkan karena penghalusan mesh pada arah ketebalan tidak 

menambah jumlah node.  

 

4.3. Cook Membrane 

Cook membrane merupakan balok yang memiliki geometri meruncing dan terjepit pada salah satu 

ujungnya. Permasalahan Cook membrane diuji dengan dua macam material, yakni material isotropik 

dan orthotropik (Cook et al, 2002). Detail permasalahan Cook membrane dapat dilihat pada Gambar 8 

dan Tabel 4. Cook membrane dibebani gaya sebesar 1 unit arah vertikal atas merata pada permukaan x 

= 48. Permasalahan di-mesh menggunakan program GiD dan digunakan 3 ukuran mesh yang berbeda 

untuk analisis. Ukuran mesh yang digunakan adalah ukuran mesh 8 dengan 553 elemen, ukuran mesh 4 

dengan 959 elemen, dan ukuran mesh 2 dengan 2904 elemen. 
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Gambar 8. Geometri dari Cook Membrane 

 

 

 

 

 

 
Tabel 4. Properti Material dari Permasalahan 

Cook Membrane 

Material Isotropik 

E = 1000 v = 0.25 

 

Material Orthotropik 

Ex = 250 νxy = 0.15 Gxy = 600 

Ey = 1000 νxz = 0.25 Gxz = 1000 

Ez = 400 νyz = 0.1 Gyz = 400 

 

Pada permasalahan Cook membrane ini, hasil yang diuji adalah perpindahan vertikal pada ujung beam 

(x = 48). Hasil yang didapat dari program dibandingkan dengan hasil referensi yang didapat dari program 

SAP2000 yakni sebesar 23.91 untuk penggunaan material isotropik dan 0.05276 untuk penggunaan 

material orthotropik. Hasil tersebut merupakan hasil rata-rata dari perpindahan vertikal node yang ada 

di ujung beam. Hasil perbandingan perpindahan vertikal pada penggunaan material isotropik dan 

orthotropik secara berturut dapat dilihat pada Tabel 5 dan Tabel 6. Hasil yang didapat dari program 

merupakan hasil rata-rata dari perpindahan vertikal di ujung beam. 

 
Tabel 5. Perbandingan Perpindahan Vertikal Permasalahan Cook Membrane  

dengan Material Isotropik pada Ujung Beam (x = 48) 

Analisa Jumlah Mesh 
Hasil 

Referensi 
Hasil Program 

Normalized Vertical 

Displacement 

Linear 

318 

23.91 

15.56 0.651 

664 22.52 0.942 

2947 23.61 0.987 

Kuadratik 

318 23.75 0.993 

664 23.94 1.001 

2947 24.00 1.004 

 

Tabel 6. Perbandingan Perpindahan Vertikal Permasalahan Cook Membrane  

dengan Material Orthotropik pada Ujung Beam (x = 48) 

Analisa Jumlah Mesh Hasil Referensi Hasil Program Normalized Vertical Displacement 

Linear 

553 

0.05276 

0.01920 0.36389 

959 0.04448 0.84315 

2904 0.04776 0.90521 

Kuadratik 

553 0.05188 0.98337 

959 0.05255 0.99593 

2904 0.5269 0.99866 

 

Berdasarkan hasil analisis program, didapati bahwa hasil untuk orthotropik Cook membrane 

menunjukkan konvergensi dekat dengan hasil referensi. Untuk elemen linear menunjukkan performa 

yang baik dengan penambahan jumlah elemen dengan hasil pembaikan yang signifikan pada nilai 

normalized vertical displacement-nya. Untuk elemen kuadratik, hasil yang didapat tidak terlalu 

signifikan kenaikkan nilai normalized vertical displacement-nya karena sudah mendekati hasil referensi. 

P=1 
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5. KESIMPULAN 

 

Berdasarkan hasil numerik dan analisa dari program, secara umum dapat ditarik kesimpulan bahwa 

algoritma untuk perhitungan analisis teganggan 3D menggunakan elemen linear dan kuadratik telah 

terimplementasikan dengan baik. Selain itu program yang telah dibuat dengan program MATLAB dan 

GiD dapat dijadikan alternatif untuk analisis permasalahan 3D solid. Secara umum hasil analisis dari 

program menunjukan hasil yang diharapkan kecuali pada permasalahan dengan ketebalan yang tipis. 
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